
Chapitre 18 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. E =
{

(x, y, z, t) ∈ R4, 2y + z − t = 0
}

= Vect ((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 2), (0, 0, 1, 1)).
La famille ((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 2), (0, 0, 1, 1)) est libre donc c’est une base de E. Ainsi, dim(E) = 3.

2. E =
{

(x, y, z) ∈ R3, x = 2y = 3z
}

= Vect ((6, 3, 2)). La famille ((6, 3, 2)) est libre donc c’est une base de E.
Ainsi, dim(E) = 1.

3. E = {P ∈ R3[X], P (1) = 0} = Vect
(
X − 1, X2 − 1, X3 − 1

)
. La famille

(
X − 1, X2 − 1, X3 − 1

)
est de

degré échelonné donc libre. C’est une base de E donc dim(E) = 3.

4. E = Vect({f1, f2, f3, f4}) = Vect({f3, f4}) car f1 ∈ Vect(f3, f4) et f2 ∈ Vect(f3, f4).
La famille (f3, f4) est libre donc c’est une base de E donc dim(E) = 2.

5. La famille associée est libre donc dim(E) = 3.

Exercice 2:
L’équation caractéristique associée est X2 + 4X + 4 = 0. ∆ = 0 donc −2 est solution double de cette équation.
Posons, pour tout n ∈ N, un = (−2)n et vn = n(−2)n. La famille ((un), (vn)) est alors une base de E d’où
dim(E) = 2.

Exercice 3:
Pour tout n ∈ N, la famille (P0, · · · , Pn) est une famille de taille n + 1 du R-espace vectoriel Rn[X] qui est de
dimension n+ 1. Il suffit donc de montrer que cette famille est libre pour prouver que c’est une base.
Or cette famille est une famille de polynômes échelonnés, donc elle est libre. D’où (P0, · · · , Pn) est une base du
R-espace vectoriel Rn[X].

Exercice 4:
Montrons que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
Soit f ∈ E, ∃(A,ϕ) ∈ R2 tel que f(x) = A cos(x+ ϕ) pour tout x ∈ R.
D’où, pour tout x ∈ R, f(x) = A(cos(x) cos(ϕ)− sin(x) sin(ϕ)) = (A cos(ϕ)) cos(x) + (−B sin(ϕ)) sin(x).
Donc f ∈ Vect(cos, sin). Par conséquent, E ⊂ Vect(cos, sin).
Réciproquement, soit f ∈ Vect(cos, sin), ∃(λ, µ) ∈ R2 tel que pour tout x ∈ R, f(x) = λ cos(x) + µ sin(x).
Si λ = 0, f ∈ E (A = µ, ϕ = −π

2 ) et sinon on a, pour tout x ∈ R : f(x) =
√
λ2 + µ2

(
cos
(
x−Arctan

(µ
λ

)))
.

Donc f ∈ E, d’où Vect(cos, sin) ⊂ E.
Conclusion : E =Vect(cos, sin).
Or (cos, sin) est une famille libre de F(R,R) donc (cos, sin) est une base de E. On en déduit que dim(E) = 2.

Ou plus simplement E est l’ensemble des solutions de l’équation différentielle y′′ + y = 0. Donc E est un es-
pace vectoriel de dimension finie et dim(E) = 2.

Exercice 5: Soit n ∈ N∗ et E = Mn(K).

Sn(K) = Vect ((Ei,j + Ej,i)i6j) donc dim(Sn(K)) = n(n+1)
2 .

An(K) = Vect ((Ei,j − Ej,i)i<j) donc dim(An(K)) = n(n−1)
2 .

Notons Dn(K) l’ensemble des matrices diagonales de Mn(K). Dn(K) = Vect ((Ei,i)16i6n) donc dim(Dn(K)) = n

Exercice 6: On va utiliser la formule de Grassmann.

• F +G est un sev de E donc dim(F +G) 6 dim(E).

• dim(F ∩G) = dim(F ) + dim(G)− dim(F +G).

• Or, dim(F ) + dim(G) > dim(E) et dim(F +G) 6 dim(E) donc dim(F ∩G) > 0.

Ainsi, F ∩G 6= {0E} donc F et G ont au moins un vecteur en commun.
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Exercice 7: A = Vect ((1, . . . , 1)) et B = Vect ((1, 0, . . . ,−1), (0, 1, . . . ,−1), . . . , (0, . . . , 1,−1)) donc A et B sont
des sous-espaces vectoriels de Rn de dimension 1 et n− 1 respectivement. Soit x ∈ A ∩B.

• x ∈ A donc ∃λ ∈ R, x = λ.(1, . . . , 1).

• x ∈ B donc
n∑
i=1

xi = nλ = 0 donc λ = 0. Donc x = (0, . . . , 0).

Par conséquent, A ∩B = ∅. De plus, dim(A) + dim(B) = n = Rn, d’après la caractérisation des supplémentaires
en dimension finie, A⊕B = Rn.

On peut aussi raisonner par analyse-synthèse.
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Analyse : supposons qu’il existe λ ∈ K et y = (y1, . . . , yn) ∈ B tels que x = λ(1, . . . , 1) + y. On a
n∑
i=1

yi = 0 et
x1 = y1 + λ
...
xn = yn + λ

On additionne les n lignes du système et on obtient
n∑
k=1

xi = λ.n donc λ = 1
n

n∑
k=1

xi.

On a alors y = x−
n∑
k=1

xi(1, . . . , 1).

Synthèse : Posons y = x−
n∑
k=1

xi(1, . . . , 1) et λ = 1
n

n∑
k=1

xi. On y ∈ B et x = λ(1, . . . , 1) + y.

Conclusion : On a donc Rn = A⊕B.

Exercice 8:
On a F =

{
(x, y, z) ∈ R3 / x− y + 3z = 0

}
=
{

(x, y, z) ∈ R3 / x = y − 3z
}

= {(y − 3z, y, z), avec y, z ∈ R}.
D’où F = Vect ((1, 1, 0), (−3, 0, 1)). On a directement que G = Vect ((1,−1, 3)).
La famille ((1, 1, 0), (−3, 0, 1)) est une famille libre de F donc c’est une base de F .
De même, ((1,−1, 3)) est une base de G.
Soit u ∈ F ∩G, donc u ∈ G, ∃λ ∈ R tel que u = ((λ,−λ, 3λ)).
Or u ∈ F , donc λ+ λ+ 9λ = 0, d’où λ = 0. On en déduit que u = 0R3 . Donc F ∩G = 0R3 .
Par la caractérisation, F ⊕G = R3.
La famille ((1, 1, 0), (−3, 0, 1), (1,−1, 3)) est une base adaptée de F ⊕G.

Exercice 9:

1. F =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 / x+ y + 3z = 0
}

=
{

(x, y, z, t) ∈ R4 / x = −y − 3z
}

.
Donc F = {(−y − 3z, y, z, t) avec y, z, t ∈ R} = Vect ((−1, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)).

2. De plus, ((−1, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)) est une famille libre de R4, donc c’est une base de F . F est
donc un sous-espace vectoriel de dimension 3.

3. On peut montrer que la famille ((−1, 1, 0, 0), (−3, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0)) est libre et donc c’est une
base de R4.
Donc, en posant G = Vect ((1, 0, 0, 0)), on a que F ⊕G = E.

Exercice 10:

1. F = Vect
(
(X − 1), (X + 2)2

)
.

(X − 1) et (X + 2)2 sont deux vecteurs de R4[X], donc Vect
(
(X − 1), (X + 2)2

)
est un sous-espace vectoriel

de R4[X].
De plus, ces deux vecteurs forment une famille libre donc

(
(X − 1), (X + 2)2

)
est une base de F . On en

déduit que F est de dimension 2.
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2. On sait que (1, X,X2, X3, X4) est une base de R4[X]. En complétant la famille libre
(
(X − 1), (X + 2)2

)
,

on va créer une base de R4[X] adaptée à F .
Considérons la famille ((X − 1), (X + 2)2, 1, X3, X4) qui est une famille de polynômes échelonnés donc cette
famille est libre dans R4[X]. De plus, elle est de cardinal 5 qui est la dimension de R4[X]. C’est donc une
base de R4[X] (qui est de plus adaptée à F ).
On en déduit directement que Vect(1, X3, X4) est un supplémentaire de F dans R4[X].

Exercice 11: On a F = Vect ((1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0)) et G = Vect ((3, 1, 1, 1), (4, 4, 1, 1), (1, 5, 5, 0)) .
Ces familles qui génèrent F et G respectivement sont libres, elles forment donc des bases respectives de ces espaces.
On a (1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (1, 5, 5, 0), (4, 4, 1, 1) ∈ F +G.
Or ces 4 vecteurs forment une famille libre (car échelonnée) d’où dim(F +G) > 4.
Or F +G ⊂ R4, d’où dim(F +G) = 4.
D’après la formule de Grassmann, dim(F ∩G) = 2 + 3− 4 = 1.
Or (1, 3, 0, 0) = (4, 4, 1, 1)− (3, 1, 1, 1) ∈ G et (1, 3, 0, 0) = 3

2(1, 2, 0, 0)− 1
2(1, 0, 0, 0) ∈ F .

D’où F ∩G = Vect ((1, 3, 0, 0)).

Exercice 12:

S = {f ∈ C 2(R,R) telles que f ′′ − 2f ′ + f = 0 et f ′′ + 3f ′ − 4f = 0} = S1 ∩ S2

où S1 = {f ∈ C 2(R,R) telles que f ′′ − 2f ′ + f = 0} = Vect(x 7→ ex, x 7→ xex)
et S2 = {f ∈ C 2(R,R) telles que f ′′ + 3f ′ − 4f = 0} = Vect(x 7→ ex, x 7→ e−4x)
Donc S est un espace vectoriel de dimension finie.
D’après la formule de Grassmann, on sait que dim(S) = dim(S1 ∩ S2) = dim(S1) + dim(S2)− dim(S1 + S2).
Or S1 + S2 = Vect(x 7→ ex, x 7→ xex, x 7→ e−4x). De plus, on montre aisément que (x 7→ ex, x 7→ xex, x 7→ e−4x)
est une famille libre, on en déduit que dim(S1 + S2) = 3.
Conclusion : dim(S) = 2 + 2− 3 = 1 donc S est une droite vectorielle. De plus, S = Vect(x 7→ ex).

Exercice 13:

1. On utilise encore la formule de Grassmann : dim(H ∩H ′) = dim(H) + dim(H ′)− dim(H +H ′).
On a H ⊂ H +H ′ ⊂ E. Donc, dim(H +H ′) = n− 1 ou n.
Par l’absurde, si dim(H +H ′) = n− 1 alors H = H +H ′ et H ′ = H +H ′ donc H = H ′ ce qui est absurde
car les hyperplans sont distincts. Donc dim(H +H ′) = n.
Par la formule de Grassmann, dim(H ∩H ′) = dim(H) + dim(H ′)− dim(H +H ′) = 2(n− 1)− n = n− 2.

2. (a) Ils sont de dimension 1.

(b) On va raisonner par l’absurde. Supposons que ∀u ∈ H, u ∈ H ′.
On a donc H ⊂ H ′. Or, ils ont la même dimension donc H = H ′ Absurde. Donc il existe u ∈ H, tel
que u /∈ H ′. On fait de même pour montrer qu’il existe v ∈ H ′, tel que v /∈ H.

(c) Supposons que w = u+ v ∈ H ∪H ′.
• Si w ∈ H alors u+ v − u = v ∈ H. Absurde.

• Si w ∈ H ′ alors u+ v − v = u ∈ H ′. Absurde.

Donc, w /∈ H ∪H ′.
(d) Posons G =Vect(w). On va montrer que c’est un supplémentaire commun à H et à H ′.

• Soit x ∈ H ∩G. x ∈ G donc ∃λ ∈ R tel que x = λ.w.
Si λ 6= 0, on a alors w = 1

λ .x ∈ H. Absurde donc λ = 0 donc x = 0.

• On montre de la même façon que G ∩H ′ = {0E}.
• Enfin, dim(H)+dim(G) =dim(E) donc on retrouve 2 des 3 points de la caractérisation des

supplémentaires en dimension finie. Donc, E = G⊕H.

• De même, E = G⊕H ′.
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Exercice 14:

1. Cette famille contient 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc elle n’est pas libre donc
rg(x1, x2, x3, x4) 6 3.

(a) La famille (x1, x2) est libre donc rg(x1, x2, x3, x4) > 2.

(b) x3 = 5x1 + 2x2 et x4 /∈ Vect(x1, x2) donc Vect(x1, x2, x3, x4) =Vect(x1, x2, x4).

Donc, rg(x1, x2, x3, x4) = 3. C’est donc une base de R3.

2. La famille (x1, x2) est libre et x3 = x1 + x2 et x4 = x2 − x1.
Donc Vect(x1, x2, x3, x4) = Vect(x1, x2). Donc, rg(x1, x2, x3, x4) = 2.

3. La famille (P2, P3, P4) est de degré échelonné donc libre.
P1 /∈ Vect(P2, P3, P4) donc (P1, P2, P3, P4) est libre. Donc rg(P1, P2, P3, P4) = 4. C’est une base de R3[X].

Exercice 15: Dans le R-espace vectoriel R]−1 ;1[, on considère les fonctions suivantes :

f1 : x 7→
√

1 + x

1− x
f2 : x 7→

√
1− x
1 + x

f3 : x 7→ 1√
1− x2

.

1. Soit (λ1, λ2) ∈ R2 tels que λ1f1 + λ2f2 = 0.
En évaluant en 0, on obtient λ1 + λ2 = 0.
En évaluant en 1

2 , on obtient λ1
√

3 + λ2
1√
3

= 0.

Donc λ1 = λ2 = 0. (f1, f2) est libre.

2. On sait déjà que rg(f1, f2, f3) ∈ {2; 3}. On remarque que f1+f2 = 1+x2+1−x2√
1−x2 = 2f3. Donc f3 ∈ Vect(f1, f2).

D’où rg(f1, f2, f3) = 2.

Exercice 16: Pour k ∈ N on pose fk : t 7−→ cos(kt).

1. Soit k, p ∈ N.

∫ 2π

0
fk(t) fp(t)dt =

1

2

∫ 2π

0
cos((k + p)t) + cos((k − p)t) dt =


0 si k 6= p

2π si k = p = 0

π sinon.

2. Soit (λk)k∈J0,nK une famille de réels telle que

n∑
k=0

λkfk = 0.

Soit i un indice quelconque. En multipliant chaque membre par fi puis en intégrant, on trouve à l’aide de
la question précédente, λi = 0. La famille des (fk)k∈J0,nK est donc libre pour tout n ∈ N. L’espace F(R,R)
est donc de dimension infinie.

3. Pour k ∈ N on pose gk : t 7−→ cosk(t).
Grâce à la linéarisation des fonctions circulaires, gk ∈ Vect(f0, · · · , fk) pour tout k ∈ N.
D’où Vect(f0, . . . , fn) ⊃ Vect(g0, . . . , gn) pour tout n ∈ N.
Grâce au développement des fonctions circulaires, fk ∈ Vect(g0, · · · , gk) pour tout k ∈ N.
D’où Vect(f0, . . . , fm) ⊂ Vect(g0, . . . , gn) pour tout n ∈ N.
Conclusion : Vect(f0, . . . , fn) = Vect(g0, . . . , gn) pour tout m ∈ N.

4. D’où rg
(
(gk)k∈J0,nK

)
= n+ 1 pour tout n ∈ N.

5. On en déduit que la famille
(
(gk)k∈J0,nK

)
est libre.
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