Chapitre 18 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1. E={(z,y,2,t) e R* 2y + 2 — t =0} = Vect ((1,0,0,0), (0,1,0,2), (0,0,1,1)).
La famille ((1,0,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,1)) est libre donc c’est une base de E. Ainsi, dim(E) = 3.

2. E={(z,y,2) € R® z =2y =3z} = Vect ((6,3,2)). La famille ((6,3,2)) est libre donc c’est une base de E.
Ainsi, dim(F) = 1.

3. E = {P € R3[X],P(1) = 0} = Vect (X —1,X?—1,X—1). La famille (X —1,X?—1,X% —1) est de
degré échelonné donc libre. C’est une base de E donc dim(E) = 3.

4. B = Vect({f1, f2, f3, fa}) = Vect({fs, fa}) car f1 € Vect(fs, fa) et f2 € Vect(fs, fa).
La famille (f3, f1) est libre donc c’est une base de E donc dim(F) = 2.

5. La famille associée est libre donc dim(E) = 3.

Exercice 2:

L’équation caractéristique associée est X? +4X +4 =0. A =0 donc —2 est solution double de cette équation.
Posons, pour tout n € N, u,, = (=2)" et v, = n(—2)". La famille ((uy), (vy,)) est alors une base de E d’ou
dim(F) = 2.

Exercice 3:

Pour tout n € N, la famille (Pp,---, P,) est une famille de taille n + 1 du R-espace vectoriel R,,[X] qui est de
dimension n + 1. Il suffit donc de montrer que cette famille est libre pour prouver que c’est une base.

Or cette famille est une famille de polynémes échelonnés, donc elle est libre. D’ou (FPp,--- , P,) est une base du
R-espace vectoriel R, [X].

Exercice 4:

Montrons que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

Soit f € E, (A, p) € R? tel que f(z) = Acos(x + ¢) pour tout = € R.

D’ot, pour tout « € R, f(z) = A(cos(z) cos(¢) — sin(z) sin(yp)) = (A cos(p)) cos(z) + (—Bsin(y)) sin(x).
Donc f € Vect(cos,sin). Par conséquent, F C Vect(cos, sin).

Réciproquement, soit f € Vect(cos,sin), (A, ) € R? tel que pour tout = € R, f(z) = Acos(z) + psin(z).
SiA=0, fe€E (A=p,o=—7%) et sinon on a, pour tout z € R : f(z) = /A% + p? (cos (z — Arctan (£))).
Donc f € E, d’ou Vect(cos,sin) C E.

Conclusion : E =Vect(cos, sin).

Or (cos, sin) est une famille libre de F(R,R) donc (cos, sin) est une base de E. On en déduit que dim(E) = 2.

Ou plus simplement E est I’ensemble des solutions de ’équation différentielle 3y +y = 0. Donc E est un es-
pace vectoriel de dimension finie et dim(E) = 2.

Exercice 5: Soit n € N* et E = ., (K).

Fn(K) = Vect (Eij + Ej;)i<j) done dim(7,(K)) = 25,

p(K) = Vect (Eij — Ej)ic;) donc dim(7,(K)) = 21,

Notons Z,(K) I’ensemble des matrices diagonales de .4, (K). Z,(K) = Vect ((E;,i)1<i<n) donc dim(Z,(K)) =n

Exercice 6: On va utiliser la formule de Grassmann.
e F + G est un sev de F donc dim(F + G) < dim(E).
o dim(FNGE)=dim(F)+dim(G) — dim(F + G).
e Or, dim(F) 4 dim(G) > dim(FE) et dim(F + G) < dim(F) donc dim(F N G) > 0.

Ainsi, FNG # {0g} donc F et G ont au moins un vecteur en commun.
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Exercice 7: A = Vect ((1,...,1)) et B = Vect ((1,0,...,-1),(0,1,...,—1),...,(0,...,1,—1)) donc A et B sont
des sous-espaces vectoriels de R™ de dimension 1 et n — 1 respectivement. Soit x € AN B.

e € Adonc INeER, z=A(1,...,1).

n
e z € Bdonc ) x; =n\=0donc A=0. Donc z = (0,...,0).
i=1
Par conséquent, AN B = (). De plus, dim(A) + dim(B) = n = R", d’apres la caractérisation des supplémentaires
en dimension finie, A @ B = R".

On peut aussi raisonner par analyse-synthese.
Soit = (z1,...,2,) € R™

n
Analyse : supposons qu'il existe A € K et y = (y1,...,yn) € B telsque x = A(1,...,1)+y. Ona > y; =0et
i=1

r1=y1+A

Ty = Yn + A

n n
On additionne les n lignes du systéme et on obtient Y z; = A.n donc A = % > @
k=1 k=1

n
Onaalorsy=xz— > x;i(1,...,1).
k=1

n

n
Synthése : Posons y =2 — > x;i(1,...,1) et A\== > 2;. Onye Betx = A(1,...,1) +y.
k=1

1
n

1
Conclusion : On adonc R" = A9 B.

Exercice 8:

OnaF={(z,y,2) eR® oz —y+32=0} ={(2,y,2) e R®* o =y — 32} = {(y — 32,9, 2), avec y,z € R}
D’ou F = Vect ((1,1,0),(—3,0,1)). On a directement que G = Vect ((1,—1, 3)).

La famille ((1,1,0),(—3,0,1)) est une famille libre de F' donc c’est une base de F.

De méme, ((1,—1,3)) est une base de G.

Soit u € FNG, donc u € G, I\ € R tel que u = ((A, —A, 3X)).

Orwu e F,donc A+ A+ 9A =0, d’ou A = 0. On en déduit que u = Ogz. Donc FF'N G = Ops.

Par la caractérisation, F' @ G = R3.

La famille ((1,1,0),(—3,0,1),(1,—1,3)) est une base adaptée de F & G.

Exercice 9:

1. F= {(x,y,z,t) cR*/ 3:—|—y+3z:0} = {(m,y,z,t) ERY /x= —y—SZ}.
Donc F = {(—y — 32,9, 2,t) avec y, z,t € R} = Vect ((—1,1,0,0),(-3,0,1,0),(0,0,0,1)).

2. De plus, ((—1,1,0,0),(-3,0,1,0),(0,0,0,1)) est une famille libre de R*, donc c’est une base de F. F est
donc un sous-espace vectoriel de dimension 3.

3. On peut montrer que la famille ((—1,1,0,0),(-3,0,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,0)) est libre et donc c’est une
base de R*.
Donc, en posant G = Vect ((1,0,0,0)), on a que F & G = E.

Exercice 10:

1. F = Vect ((X — 1), (X +2)?).
(X —1) et (X +2)? sont deux vecteurs de R4[X], donc Vect ((X — 1), (X +2)?) est un sous-espace vectoriel
de R4 [X]
De plus, ces deux vecteurs forment une famille libre donc ((X — 1), (X + 2)?) est une base de F. On en
déduit que F' est de dimension 2.
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2. On sait que (1, X, X2, X3 X*) est une base de R4[X]. En complétant la famille libre ((X — 1), (X + 2)?),
on va créer une base de Ry[X] adaptée a F.
Considérons la famille ((X —1), (X +2)2,1, X3, X*) qui est une famille de polynomes échelonnés donc cette
famille est libre dans R4[X]. De plus, elle est de cardinal 5 qui est la dimension de R4[X]. C’est donc une
base de R4[X] (qui est de plus adaptée a F).
On en déduit directement que Vect(1, X3, X4) est un supplémentaire de F' dans Ry[X].

Exercice 11: On a F' = Vect ((1,0,0,0),(1,2,0,0)) et G = Vect ((3,1,1,1),(4,4,1,1),(1,5,5,0)) .

Ces familles qui génerent F' et G respectivement sont libres, elles forment donc des bases respectives de ces espaces.
On a (1,0,0,0),(1,2,0,0),(1,5,5,0),(4,4,1,1) € F + G.

Or ces 4 vecteurs forment une famille libre (car échelonnée) d’ou dim(F + G) > 4.

Or F +G C R, d’ott dim(F + G) = 4.

D’apres la formule de Grassmann, dim(FNG)=2+3 -4 =1.

Or (1,3,0,0) = (4,4,1,1) — (3,1,1,1) € G et (1,3,0,0) = 3(1,2,0,0) — 3(1,0,0,0) € F.

D’ou F NG = Vect ((1,3,0,0)).

Exercice 12:
S={feC*R,R) telles que f" —2f + f=0et f"+3f —4f=0}=5,N8,

ot S1 = {f € €*(R,R) telles que f” —2f' + f = 0} = Vect(z — e®, z — ze?)

et So = {f € €*(R,R) telles que f” +3f" —4f =0} = Vect(x — e,z — e~ 4?)

Donc S est un espace vectoriel de dimension finie.

D’apres la formule de Grassmann, on sait que dim(S) = dim(S; N S2) = dim(S7) + dim(S2) — dim(S; + S2).
Or S1 + Sy = Vect(z +— e®, z +— ze®,r — e *%). De plus, on montre aisément que (z — €%,z > zre”, x — e
est une famille libre, on en déduit que dim(S; + S2) = 3.

Conclusion : dim(S) =2+ 2 —3 =1 donc S est une droite vectorielle. De plus, S = Vect(z — e7).

7423)

Exercice 13:

1. On utilise encore la formule de Grassmann : dim(H N H') = dim(H) + dim(H') — dim(H + H’).
Ona HC H+ H' C E. Donc, dim(H + H') =n—1 oun.
Par I'absurde, si dim(H + H') =n— 1 alors H = H + H' et H = H+ H' donc H = H’ ce qui est absurde
car les hyperplans sont distincts. Donc dim(H + H') = n.
Par la formule de Grassmann, dim(H N H') = dim(H) + dim(H') —dim(H + H') =2(n—1) —n=n— 2.

2. (a) IIs sont de dimension 1.

(b) On va raisonner par 1’absurde. Supposons que Yu € H, u € H'.
On a donc H C H'. Or, ils ont la méme dimension donc H = H’ Absurde. Donc il existe u € H, tel
que u ¢ H'. On fait de méme pour montrer qu’il existe v € H', tel que v ¢ H.
(¢) Supposons que w =u+v € HU H'.
e Siwe€ H alorsu+v—u=wv € H. Absurde.
e Siwe H alors u+v—v=ué€ H'. Absurde.
Donc, w ¢ HUH'.
(d) Posons G =Vect(w). On va montrer que c¢’est un supplémentaire commun & H et & H'.
e Soit x € HNG. z € G donc 3\ € R tel que z = A.w.
Si A #0, on a alors w = %m € H. Absurde donc A = 0 donc = = 0.
e On montre de la méme fagon que GN H' = {0g}.
e Enfin, dim(H)+dim(G) =dim(F) donc on retrouve 2 des 3 points de la caractérisation des
supplémentaires en dimension finie. Donc, E =G & H.
e De méme, E =G ® H'.
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Exercice 14:
1. Cette famille contient 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc elle n’est pas libre donc
rg(r1, v2, 73, 74) < 3.
(a) La famille (x1,x2) est libre donc rg(xy, x9, x3,x4) = 2.
(b) x3 = 5x1 + 229 et x4 ¢ Vect(x1,x2) donc Vect(z, x2, x3, x4) =Vect(z1, x2, 24).

Donc, rg(x1, T2, 3, 74) = 3. Cest donc une base de R3.

2. La famille (x1,z9) est libre et x5 = x1 + x2 et x4 = xo — x1.
Donc Vect(zx1, xo, 3, x4) = Vect(z1, z2). Donc, rg(x1, x2, x3,24) = 2.

3. La famille (P, P3, Py) est de degré échelonné donc libre.
Py ¢ Vect(Ps, Ps, Py) donc (Py, Py, P3, Py) est libre. Donc rg(Py, Pa, P3, Py) = 4. C’est une base de R3[X].

Exercice 15: Dans le R-espace vectoriel RI=151[ on considére les fonctions suivantes :

1+=x ! . 1—=x f . 1
oy e
1—2 2 142z 3 V1 — x2
1. Soit ()\1, )\2) € R2 tels que A1 f1 4+ Ao fo = 0.
En évaluant en 0, on obtient A\; + Ao = 0.
En évaluant en %, on obtient \v/3 + )\2% =0.

Donc A1 = Ao = 0. (f1, f2) est libre.

fi:x—

2. On sait déja que rg(f1, fo, f3) € {2;3}. On remarque que f1+ fo = w = 2f3. Donc f3 € Vect(f1, f2)-

\ Vi-x
D'ou rg(f1, f2, f3) = 2.
Exercice 16: Pour k € N on pose f, : t — cos(kt).
1. Soit k,p € N.
27 1 [27 0 si k 7é p
Fult) fp(t)dt = / cos((k + p)t) + cos((k — p)t)dt = 4 2 si k= p = 0
0 0 7 sinon.

2. Soit (Ag)efo,ny tne famille de réels telle que » A fi = 0.

k=0
Soit ¢ un indice quelconque. En multipliant chaque membre par f; puis en intégrant, on trouve a ’aide de

la question précédente, \; = 0. La famille des (fx)ie[o,n] st donc libre pour tout n € N. L’espace F(R,R)
est donc de dimension infinie.

3. Pour k € N on pose g : t — cos¥(t).

Grace a la linéarisation des fonctions circulaires, g € Vect(fo,- - , fr) pour tout k € N.
D’ou Vect(fo, ..., fn) D Vect(go,-- -, gn) pour tout n € N.
Grace au développement des fonctions circulaires, f; € Vect(go,--- ,gr) pour tout k € N.

D’ou Vect(fo, ..., fm) C Vect(go, - - ., gn) pour tout n € N.
Conclusion : Vect(fo, ..., fn) = Vect(go, ..., gn) pour tout m € N.

4. D’ou rg ((gk)ke[[o,n]]) =n+ 1 pour tout n € N.

5. On en déduit que la famille ((gx)refo,n)) est libre.
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